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Zusammenfassung

Dieser Artikel gibt einen Uberblick iiber die Theorie der zelluléren
Automaten, den Beweggriinden ihrer Einfithrung und ihren wichtigs-
ten Vertretern. Im Vordergrund genauerer Betrachtungen stehen da-
bei die Arbeiten von Stephen Wolfram aus den Jahren 1982 bis 1988,
in denen er sich mit der mathematischen Seite von zelluldren Au-
tomaten beschéftigt hat. Ausgehend davon werden Aufbau, Funkti-
onsweise und grundlegende Eigenschaften von zelluliren Automaten
beschrieben und in Form von praktischen Anwendungsbeispielen aus
Forschung und Technik dargestellt.
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1 Geschichtliches

Im Jahre 1940 stellte Stanislaw Marcin Ulam (* 13. April 1909 in Lwéw (Lem-
berg), Polen;  13. Mai 1984 in Santa Fe, USA), im Rahmen des Manhatten-
Projkets in Los Alamos, die zelluldiren Automaten vor. Sein Ziel bestand
darin, ein Denkmodell zu schaffen, mit dem es moglich ist, komplexe Sys-
teme zu beschreiben. Dadurch gelang ihm ein Ansatz zur Programmierung
von Analogrechnern, die solche komplexen Systeme simulieren sollten. Ulam
lieferte, mit der Idee zu den zelluliren Automaten, nur einen theoretischen
Einstiegspunkt.

John von Neumann (x 28. Dezember 1903 in Budapest Osterreich-Ungarn;
T 8. Februar 1957 in Washington DC, USA), der ein Freund und Kollege
von Ulam war, griff diesen Ansatz auf, und baute ihn zu einem universellen
Berechnungsmodell aus. Hieraus entwickelte er anschliessend einen zelluldren
Automaten, der 29 Zustande aufzeigte und ein gegebenes Muster immer wie-
der selbst reproduzieren konnte. Es handelte sich dabei um einen reversiblen
Typ der zelluldren Automaten, der aber zeigte, wie sich ein zelluldrer Auto-
mat durch Selbstreproduktion entwickelt.

Ende der 1960er kombinierte Aristid Lindenmayer (x 17. November 1925 in
Budapest; 1 30. Oktober 1989) zelluldre Automaten und andere Verfahren,
um das Pflanzenwachstum zu modellieren. Das daraus resultierende L-System
wird bis heute in den verschiedensten Auspragungen genutzt.

Konrad Zuse (* 22. Juni 1910 in Berlin; { 18. Dezember 1995 in Hiinfeld bei
Fulda) veroffentlichte 1969 sein Buch Rechnender Raum, indem er annahm,
dass die Naturgesetze diskreten Regeln folgen und das gesamte Universum
das Ergebnis eines gigantischen Zellularautomaten sei. Wikipedia (2006-12-
04)

Im Jahre 1970 gelangte der englische Mathematiker John Horton Conway (
26. Dezember 1937 in Liverpool) durch das Spiel Game of Life zur Berithmtheit.
Das System besteht aus zweidimensional angeordneten zelluldren Automa-
ten.

1983 veroffentlichte Stephen Wolfram (x 29. August 1959 in London, Eng-
land, Grofibritannien), Erfinder von Mathematica, eine Reihe von grundle-
genden Artikeln zu Zellularautomaten, in denen er annahm, dass zelluldre
Automaten die Naturwissenschaften revolutionieren kénnten.



2 Grundlegendes

2.1 Definition nach John von Neumann

Ein zellulirer Automat ist ein System von Zellen, welche miteinander in-
teragieren. Dabei weist das System ein komplexes Verhalten mit folgenden
Merkmalen auf (Artur P. Schmidt, 1998-01-22):

1. Das System besteht aus 1-, 2-, oder 3-dimensionalen Netzwerken aus
Zellen.

2. Jede Zelle kann eine von n moglichen diskreten Zustdnden annehmen.

3. Das System folgt einer konkreten Zeitdynamik, bei denen die Zellen
beim Ubergang zu neuen Zusténden die Zusténde der jeweiligen Nach-
barzellen beriicksichtigen.

2.2 Formale Beschreibung

Ein zelluldrer Automat kann formal wie folgt beschrieben werden
(Wikipedia, 2006-12-04):

e cin Raum R (Zellraum)

e cine endliche Nachbarschaft N

e Zustandsmenge Q

e cine lokale Uberfithrungsfunktion: § : Q¥ — Q

Dabei wird er graphisch nicht wie andere Automatentypen durch z.B.
einen Graphen dargestellt, sondern durch ein Gitter von Zellen (Zellraum),
die bestimmte Zustédnde aus der Zustandsmenge () annehmen koénnen. Dies
ist erforderlich, da ein zelluldrer Automat ein nicht sequentiell arbeitender
Automat ist, d.h. alle Zustandsdnderungen eines Taktes werden auf allen
Stellen (Zellen) zur gleichen Zeit ausgefithrt. Auflerdem héngt der neue Zu-
stand einer Zelle nicht nur von ihrem eigenen aktuellen Zustand, sondern
auch von den aktuellen Zustéinden der Zellen in ihrer Nachbarschaft N ab.
Im 2-dimensionalen Raum bzw. in einem quadratischen Raster unterscheidet
man dabei zwischen der Von-Neumann-Nachbarschaft (Abb. 1), bei der le-
diglich die Fldchen, welche eine Kante mit der Basisfliche gemeinsam haben,
als Nachbarn gelten. Und der Moore-Nachbarschaft (Abb. 2), bei der alle
Fldchen, welche mindestens eine Ecke mit der Basisfliche gemeinsam haben,
als Nachbarn gelten.



Abbildung 1: Abbildung 2:
Von-Neumann-Nachbarschaft Moore-Nachbarschaft

Durch variierenden Nachbarschaftsbeziehungen lassen sich also die eigent-
lichen Zustandsiibergénge nicht graphisch darstellen, d.h. es wird immer nur
der aktuelle Zustand des Automaten dargestellt. Am Anfang wird der zel-
luldre Automat durch eine globale Konfiguration beschrieben, was eine Ab-
bildung aus dem Zellraum R in die Zustandsmenge () ist, das bedeutet, man
ordnet jeder Zelle des Automaten einen Zustand zu. Danach definiert man
eine lokale Uberfithrungsfunktion bzw. eine Zustandsiibergangsregel, welche
die Zelle von einer lokalen Konfiguration in die néchste iiberfithrt, wobei dies
deterministisch oder stochastisch geschehen kann. Die Anzahl der méglichen
Zusténde ist in der Regel sehr klein (z.B. ’1” und ’0’), jedoch reicht dies
bereits zur Simulation hochkomplexer Systeme aus.

3 Wolfram

3.1 Modell

Stephen Wolfram beschéftigte sich mit elementaren zelluliren Automaten,
welche nur aus einer Raum- und einer Zeitdimension bestehen (Abb. 3).
Ahnlich einer Uhr, hat die Raumdimension einen Anfang und ein Ende,
die aber miteinander verbunden sind. Durch die Zeit- und Raumdimensi-
on entsteht ein Gitter bestehend aus Seiten, die entweder leer (0) oder voll
(1) sein konnen. Beim ersten Zeittakt (Urknall), werden die Seiten mit 50-
prozentiger Wahrscheinlichkeit gefiillt. Die Werte jeder Seite des néchsten
Zeittaktes ergeben sich aus wohldefinierten Regeln (Naturgesetz). Diese um-
fassen die Werte eines linken, eines rechten Nachbarn und der Seite selbst.
Damit entwickelt sich der Automat zu einer hohen Komplexitéit. Dabei ent-
stehen kurzlebige, aber geordnete Muster, die entweder wieder erloschen oder
langzeitstabil sind. Die langzeitstabilen Muster konnen entweder formstabil
oder oszillierend sein. Sowohl formstabile, als auch oszillierende Muster tre-
ten ortsfest oder beweglich auf. Treffen stabile bewegte Objekte aufeinander,
so setzt ein Chaos ein und es kommt zu einer Ausléschung der Muster.



Zelluldre Automaten kénnen auch als Parallelrechner aufgefasst werden, wo-
bei die Anfangskonfiguration das Programm und die Eingabedaten beschreibt,
und die zeitliche Entwicklung die Ausgabe erzeugt. Nach Churchs These in
der formalen Theorie der Berechenbarkeit konnen solche zelluldren Automa-
ten potentiell alle moglichen Systeme simulieren.

(Stephen Wolfram, 1982, Introduction)

Abbildung 3:

Wolframs 1-dimensionales Universum

3.2 Regeln

Bei einem elementarer zelluldrer Automat beschranken sich die moglichen Re-
geln fiir einen Zustandsiibergang auf (256 = 2(23)). Da fiir den Folgezustand
ausser dem Zustand der Zelle selbst nur noch die Zusténde des jeweils ersten
linken und rechten Nachbars ausschlaggebend sind. Diese Regeln konnen als
Boole’sche Operation auf den Werten der 3 benachbarten Zellen interpretiert
werden. Die Bezeichnung der Regeln werden als dezimales Aquivalent zu ihrer
bindren Notation angegeben (z.B. Regel Nr. 90 = 010110105). Abb. 4 zeigt
die Menge von Zustandsiibergéngen fiir einen elementaren zelluliren Auto-
maten am Beispiel der Regel 90. Jeder der acht moglichen Sétze von Werten
fiir eine Seite und ihre ndchsten Nachbarn erscheint in der oberen Zeile. In der
unteren Zeile sind dagegen die Folgezustinde der aktuellen Zelle verzeichnet,
welche zusammen die bindre Représentation der Regel darstellen.

Von den 256 Regeln sind nur die 32 Regeln der Form aqasasagasasas0
"legal”, d.h. sie erfiillen die Symmetrie und belassen die ”untétige” Konfigu-



Abbildung 4:
Zustandsiibergénge der Regel 90 fiir einen elementaren zelluldren
Automaten

ration —000000— unverandert.
(Stephen Wolfram, 1982, Introduction)

3.3 Zustande

Wolfram spezifiziert 4 Klassen von Zielzustdnden eines elementaren Zelluldren
Automaten (hier dargestellt an einem 1-dim Automaten und ausgehend von
einer einzigen vollen Zelle, wobei leere Stellen schwarz und volle weif} erschei-
nen):

Klasse 1 homogener Gleichgewichtszustand (Abb. 5)
(Stephen Wolfram, 1984, 5. Class 1 Cellular Automata)

Abbildung 5:
Klasse 1 (Regel 4 = 000001003)

Klasse 2 konstanter oder periodischer Endzustand (Abb. 6)
(Stephen Wolfram, 1984, 6. Class 2 Cellular Automata)

Abbildung 6:
Klasse 2 (Regel 50 = 001100105)



Klasse 3 chaotischer Endzustand fraktaler Dimension (Abb. 7)
(Stephen Wolfram, 1984, 7. Class 3 Cellular Automata)

Abbildung 7:
Klasse 3 (Regel 18 = 000100105)

Klasse 4 komplexe Muster als Attraktor (Abb. 8)
(Stephen Wolfram, 1984, 8. Class 4 Cellular Automata)

Abbildung 8:
Klasse 4 (Regel 86 = 01010110,)

3.3.1 Einfache Initialzustinde

Bei einfachen Initialzustédnden, die auch geordnete Initialzusténde heiflen,
werden im Zeittakt 1 (Gitternetzlinie 1) ausgewéahlte Zellen explizit auf 1
gesetzt bzw. gefiillt. Im einfachsten Fall ist das nur eine einzige Zelle.

Ein mathematisches Beispiel fiir einen einfachen Initialzustand mit nur einer
gefiillten Zelle und das daraus resultierendes Muster ist das Pascal’sche Drei-
eck modulo 2. Es gehort zur Klasse 3 mit Endzustand fraktaler Dimension
(siche Abb. 9 untere Darstellungen).

Wie man daran erkennen kann, reicht schon eine volle Zelle und eine Regel
aus Klasse 3 aus, um diesen komplexen mathematischen Sachverhalt ganz
einfach darzustellen.

(Stephen Wolfram, 1982, Simple Initial States)
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Abbildung 9:
Algebraische und geometrische Darstellung des Pascal’schen Dreiecks

3.3.2 Zufillige Initialzustidnde

Zufillige Initialzustdnde sind ungeordnete Initialzustéinde, bei denen jede
Seite unabhéngig und zuféllig mit der Wahrscheinlichkeit py den Wert 1 zu-
geordnet bekommt bzw. gefiillt wird, so dass eine anféngliche Dichte p = py
von 1-Werten bzw. vollen Zellen entsteht.

Wolfram stellte sich auch so die Entstehung des Universums vor. Am Anfang
herrscht ersteinmal Chaos, welches im Laufe der Zeit durch Naturgesetze
(Regeln) und ein gewisses Miteinander (Nachbarschaft) zur Entwicklung in
eine bestimmte Richtung (Muster) fithrt. Jedoch kann es durch Konflikte
zwischen verschiedenen Wegen wiederum zu Chaos kommen, wobei es auch
zur kompletten Ausloschung der Entwicklungen fithren kann.

(Stephen Wolfram, 1982, Random Initial States)

T T T T

0.75- rule 182 |

Pr

050 rule 90

rule 18

0.25

Abbildung 10:
Zeitliche Entwicklung der Dichte von vollen Seiten ausgehend von einem
zufilligen Initialzustand der Dichte 0.2



3.4 Praktische Anwendungsbeispiele

Praktische Anwendungsbeispiele fiir zellulire Automaten und deren Ver-
wandtschaft sind:

e Mustererzeugung

— Algorithmische Komposition von Musik

Grundlage:

1. Zellularer Automat nach dem Modell von Wolfram.
2. Jede Epoche des Automaten entspricht einem Takt der Musik.

3. Im einfachsten Fall wird jeder Zellposition genau ein Ton zu-
geordnet. Jedoch klingt dies nicht besonders schon. Durch
Verwendung verschiedener Regeln und Anpassungen, z.B. auf
MIDI-To6ne, kann der Klang verbessert werden. Details zur
Anpassung und Umsetzung in Java sind auf der Seite von
Paul Reiners (2004-05-18, Cellular automata and music), ei-
nem Softwareentwickler bei IBM zu finden.

e Simulation

— Verkehrssimulation nach Nagel-Schreckenberg-Modell
(Prof. Dr. Michael Schreckenberg, 2007-01-15)

Die Strafe ist in 7.5m lange Abschnitte (Zellen) unterteilt. Das
ist typischerweise der Platz, den ein Fahrzeug im Stau einnimmt.
Jede Zelle ist entweder leer oder von einem Fahrzeug mit einer
diskreten Geschwindigkeit v von 0 bis MAXSPEED (z.B. MAX-
SPEED = 5 Zellen / Zeitschritt) besetzt. Die Anzahl der freien
Zellen zwischen zwei aufeinanderfolgenden Fahrzeugen wird mit
Gap bezeichnet. Die Abbremswahrscheinlichkeit P ist das stochas-
tische Element (Rauschen) in diesem Modell, bei P=0 spricht man
vom deterministischen Modell.

Nun zu den Update-Regeln:

1. Beschleunigen:
Wenn das Gap grofler ist als die eigene aktuelle Geschwindig-
keit v, dann erhohe die Geschwindigkeit um 1, jedoch hochstens
auf MAXSPFEED.

2. Abbremsen zur Verhinderung von Auffahrunféllen:
Wenn das Gap kleiner ist als die eigene aktuelle Geschwindig-
keit v, dann bremse ab.
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3. "Trodeln”:
Mit der Wahrscheinlichkeit P wird die Geschwindigkeit v ei-
nes Fahrzeuges um 1 verringert.

4. Fahren:
Jedes Fahrzeug bewegt sich um v Zellen voran.

e Kryptographie

— Bitstromverschliisselung

Vorgehensweise:

1. Anzahl der Zellen des zu verwendenden 1-dim zelluldren Au-
tomaten festlegen, entspricht der Schliisselldnge in Bits.

2. Initialisierung des Automaten, d.h. Belegung der Zellen mit 1
oder 0, entweder zufillig, wobei man sich dann alle Zusténde
merken muss, oder man macht es nach einem bestimmten
Muster. Z.B. kénnte man sich ein Passwort ausdenken und
dessen bindre Darstellung bis zur Schliisselléinge hintereinan-
derfiigen.

3. Auswahl einer Regel, die den Initialzustand auf jedenfall verdndert
(z.B. Regel 86).

4. Festlegung der Anzahl auszufithrender Evolutionsschritte des
Automaten.

5. Konstruktion und Ausfithrung des Automaten mit genannten
Parametern.

6. Ggf. Aneinanderhéingen der Werte der letzten Generation des
Automaten bis zur Linge des zu ver-/entschliisselnden Textes.

7. XOR-Verkniipfung des (Cipher-)Textes mit dem erzeugten
Bitstrom.

4 Fazit

Zelluldre Automaten haben ein breites Anwendungsspektrum, da sie als berechnungs-
und konstruktionsuniversell gelten. Sie kommen jedoch nur selten in reiner

Form vor, sondern werden mit anderen Verfahren kombiniert bzw. modifi-

ziert,.

Stephen Wolfram betrachtet dabei als Vereinfachung nur eindimensionale ele-
mentare zelluldre Automaten, welche jedoch bereits eine hohe Komplexitét
aufweisen konnen. Insgesamt sind die Arbeiten von Wolfram sehr stark ma-
thematisch orientiert und fiir eine detailierte Betrachtung bedarf es einen
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grofleren Rahmen. Jedoch sind seine veroffentlichten Artikel jeweils nur eine
Ubersicht iiber die Anwendung von zelluldren Automaten in einem bestimm-
ten Kontext. Darum beschrankt sich auch diese Ausarbeitung nur auf einen
Uberblick iiber die geschichtliche Entwicklung und die Grundlagen von zel-
luliren Automaten, ohne tiefer z.B.auf komplizierte mathematische Eigen-
schaften einzugehen. Es ist aulerdem zu erwidhnen, dass die Arbeiten von
Wolfram, zum Zeitpunkt der Anfertigung dieses Schriftstiickes, schon {iber
20 Jahre alt sind, und dass zwar zellulire Automaten noch Gegenstand der
Forschung sind (ACRI, 2006), aber das Gebiet sehr breit gefichert ist. Zu-
dem ist es schwierig, aktuelle Informationen in diesem Zusammenhang zu
erhalten.
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