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Chaos - Theorie und Finanzmar ktforschung:

1. Allgemeine Bemerkungen zur Chaos-Theorie

oftmals vor, dass damit wohl wissenschaftlich erklart werde, was sowieso

schon vom Alltag her bekannt ist: Dass namlich (beinahe) alles im Leben
chaotisch sei oder zumindest zum Chaos hin tendiere. Die Chaos-Theorie packt
jedoch das Problem genau von der Gegenseite her an. Unstrukturiert, unscharf,
zuféllig oder diffus (d.h. eben chaotisch!) scheinende Gegebenheiten werden mit
ihrer Hilfe dahingehend untersucht, ob sich nicht doch hinter der scheinbaren
Unordnung irgendwelche Gesetzméassigkeiten finden lassen, welche mit den
gangigen und zumeist linearen Theorien nicht oder nicht hinreichend erklart
werden konnen.

I rstmals mit dem Begriff der Chaos-Theorie konfrontiert, stellt man sich

Als erste begannen sich in den sechziger Jahren die Naturwissenschafter mit Chaos-
Phanomenen zu befassen. Nachdem beinahe ein halbes Jahrtausend lang das von
Newton, Descartes und anderen ausformulierte, mechanistisch-lineare Koperni-
kanische Welthild als unumstdssliche formale Grundlage gegolten hatte, tauchten
mit fortschreitender Entwicklung der Forschung Phé&nomene auf, die sich mit
diesen traditionellen Modellen nicht mehr erkléren liessen. BerUhmt wurde das
Beispiel des MIT-Meteorologen Edward Lorenz: Er liess den Computer eine
Wettervorhersage zweimal rechnen, wobei beim zweiten Durchlauf die Ein-
gangsdaten von sechs auf drel Dezimalstellen nach dem Komma gerundet wurden.
Zu erwarten ware eigentlich eine lediglich geringfiigig modifizierte Vorhersage
gewesen, es ergab sich jedoch ein diametral verschiedenes Resultat. Die Frage war
naheliegend, ob denn hinter dem Wetter nicht Gesetzmassigkeiten, sondern Chaos
und Unordnung stecken wiirden®.



Es war wohl kein Zufall, dass gerade ein Physiker spater entscheidend zur Popu-
larisierung der Grundproblematik "Mechanistisches vs. Ganzheitliches Weltbild"
beigetragen hat. In seinem Buch "Wendezeit" (englischer Originaltitel "The Tur-
ning Point") legte Capra’ dar, wieso seiner Meinung nach ein Paradigmawechsel not
tue, wieso ein anderes, und zwar en nicht-lineares Denken, eine andere
"Wahrnehmung" der Welt notwendig sei. Sein Buch wurde zum Klassiker der "New
Age"-Bewegung und hat sicher wesentliches dazu beigetragen, dass in den letzten
Jahren breite Diskussionen Uber die darin formulierten Thesen stattgefunden haben
und dass beispielsweise Adjektive wie"vernetzt", "gesamtheitlich", "integriert” usw.
heute zum Standardvokabular sowohl der Alltagssprache als auch vieler
Wissenschaften (insbesondere auch der Betriebswirtschaft) gehoren.

Heute existieren Anwendungen der Chaos-Theorie auf den verschiedensten
Gebieten. Ob sich die Astronomen mit der Verteilung der Asteroiden im Weltall,
die Physiker mit dem Auftauchen und Verschwinden von Sonnenflecken, die
Meteorologen mit dem Erscheinen der Eisheiligen, die Mediziner mit dem Auf-
treten von Herzrhythmusstérungen, die Physiotherapeuten mit Stérungen des kor-
perlichen Energiehaushaltes, die Chemiker mit oszillierenden chemischen
Reaktionen, die Strassenplaner mit Verkehrszusammenbrichen, die Finanz-
wissenschafter mit der Einfuhrung eines neuen Steuersystemes oder die Okono-
metriker mit den Schwankungen von Finanzmarktdaten befassen, Uberall wird ver-
sucht, mit Hilfe dieses noch jungen Wissenschaftsgebi etes aussagekraftigere Modelle
zur Erklarung vorgegebener Tatbestande zu finden’.

Chaostheorie ist im Grunde genommen eine Disziplin der Mathematik. Sie hat u.a.
auch zu einem neuen mathematischen Teilgebiet gefihrt, zur sogenannten Theorie
der fraktalen Geometrie. Mit ihrer Hilfe kann man bestimmte Ordnungsprinzipien
in chaotischen Strukturen eindrticklich aufzeigen. Die verwendeten mathematischen
Funktionen sind dabel stets nichtlinear und meistens durch Rickkoppelungen
gekennzeichnet. Im nachsten Kapitel folgt eine Einflihrung in die mathematischen
Grundlagen der Chaos-Theorie, bevor exemplarische Anwendungen in der
Finanzmarktforschung diskutiert werden.



2. Eine mathematische Einftihrung in die Chaos-Theorie

An dieser Stelle soll nicht eine Abhandlung verschiedener, von einander abhéngigen
Differential gleichungen® vorgenommen werden. Mit einer einfachen, nichtlinearen
Gleichung’ kann gezeigt werden, was unter Chaostheorie zu verstehen ist. Viel
mehr as Kenntnisse der mathematischen Grundoperationen sind dazu nicht er-
forderlich. Wird dariiber hinaus die reale Zahlenmenge um die imaginare Zahl [=i]
zur komplexen Zahlenmenge erweitert®, kann auch die zur Chaostheorie gehtrende
Geometrie aufgezeigt werden.

2.1. DieChaos-Arithmetik

Die im folgenden zu betrachtende Gleichung, auch als logistische Gleichung be-
kannt®, lautet:

Xn+]_ - bXn = bXn2 - bXn (1 = Xn) (2'1)
Gleichung (2-1) zeigt, dass der Wert x,+1 berechnet wird, indem
bx(1 - x)

n mal auf sich selbst angewendet wird™. Dies wird auch als Riickkoppel ung bezeich-
net. Der Wert X1 wird entsprechend iterativ ermittelt, weshalb (2-1) auch als

nichtlineare iterative Gleichung bezeichnet wird. Ein Beispiel soll das Gesagte
verdeutlichen™.

Wird die Konstante b = 2 und der Anfangswert xo = 0.3 gewahlt, ergeben sich fir
Xn+1 (Wobel N =0, 1, ..., 9) die folgenden Werte:

X1=0.4200 xo=0.4872 x3=0.4997 x,=0.5000 x5=0.5000
Xg = X7 = Xg = Xg = X10 = 0.5000

Wird anstelle b = 2 in Gleichung (2-1) der Wert b = 2.2 eingesetzt, ergeben sich fir
Xn+1 (Wobel N =0, 1, ..., 9) die folgenden Werte:

X1 =0.46200 Xx»=0.54682 x3=0.54518 x4 =0.54551 x5=0.54544
Xg = 0.54546 X7 = Xg = X9 = X109 = 0.54545
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Der Verlauf der in einem Diagramm aufgetragenen x-Werte zeigt, dassim Fall b =
2 eine zunéchst steil ansteigende, dann aber rasch abflachende Kurve entstent,
welche bereits nach der vierten Iteration einen stationaren Zustand erreicht. Betragt
die Konstante b = 2.2, zeigt sich nach wenigen Ueber- und Unterschwingungen das-
selbe Bild wieim Fall b = 2. Allerdings steigt die Zahl der bis zum Erreichen eines
stationéren Zustands nétigen Iterationen auf n = 7. Es kann gezeigt werden, dass
dieses Verhalten auch bei einem weiteren Anstieg von b nicht andert. Lediglich die
Zahl der nétigen lterationen, welche das System™ stationar werden lassen, nimmt
zu. Allerdings gilt dies nur bis zu eitnem Wert von b = 2.99... . Wird die Konstante
b = 3.0 gewahlt, geréat das System in einen Zustand regelmassiger Schwingungen
und oszilliert mit einer Periode zwischen zwei x-Werten. Wird b weiter erhoht,
zeigt sich, dass ab b = 3.4495 die Kurve doppel periodisch wird und zwischen vier
x-Werten schwankt. Bereits ab b = 3.56 wird die Kurve vierfach periodisch und
schwankt zwischen acht x-Werten. Eine erneute Verdoppelung der Perioden auf 16
wird mit einer Steigerung von b um nur 9/1000, namlich bei 3.569 erreicht. Findet
schliesslich eine Erhohung von b auf bspw. 3.7 statt, wird das System chaotisch®™.
Die Strukturen wiederholen sich in diesem Fall nicht mehr, und die x-Werte
schwanken regellos™.

Es bleiben zwei zum Verstdndnis wichtige Anmerkungen zu beachten. Das
beschriebene System kann drei Zustdnde erreichen: Stationér, Ubergehend und
chaotisch. Im stationaren Zustand konnen bestimmte Regeln ausgemacht werden;
geringe Veranderungen der Anfangsbedingungen fihren lediglich zu kleinen
Reaktionen in den Resultaten. Demgegeniber kénnen geringe Veranderungen im
chaotischen Zustand zu grossen Resultatéanderungen fuhren. Als Uebergangsstadium
wird der Zustand dazwischen bezeichnet. Wahrend sich im stationéren Zustand die
Reaktionen auf geringe Aenderungen in den Anfangswerten ermitteln lassen, ist dies
im chaotischen Zustand nur bedingt mdglich: Da die Zielwerte (im vorange-
gangenen Beispiel die x-Werte) regellos schwanken, kann das Resultat nur nach dem
Durchlauf samtlicher Iterationsschritte ermittelt werden®™. Aber das Resultat kann
ermittelt werden, weshalb auch von deterministischem Chaos und nicht nur einfach
von Chaos gesprochen werden sollte.

Die zweite Anmerkung betrifft die erwahnte Tatsache, dass in einem chaotischen
System geringe Ursachen grosse Wirkungen zeigen. Dies rtihrt daher, dass bereits
bel geringfligig unterschiedlichen Anfangsbedingungen die Resultate auseinander-
driften, wobei der Unterschied exponentiell anwéachst™:



en:a).eIn (2-2)

(wobei g = Abweichung bei der ersten Iteration, e = Eulersche Zahl, n =
Iterationschritt, e, = Abweichung nach n Iterationen, wobei n® ¥)".

(2-2) ist eine Exponentialfunktion und zeigt, dass in Abhangigkeit von | , dem sog.
Ljapunov-Exponenten, sich der Wert von e, mit zunehmender Anzahl Iterationen
andern kann. Der Ljapunov-Exponent | ist damit ein Mass fur das Auseinander-
oder Zusammenlaufen der Losungen von iterativen Reihen bel unterschiedlichen
Anfangsbedingungen. Wahrend stabile Systeme negative | s aufweisen, werden
solche mit einem | = 0 als marginale Systeme (oszillierende Systeme) bezeichnet.
Chaotische Systeme weisen positive | s auf*®.




Abb. 2/1:  Bifurkationsdiagramm®

In (2-1) wurden bis dahin fir b lediglich ausgewéhlte Werte eingesetzt. Um sich ein
vollsténdiges Bild von der Aussagekraft des Systems (2-1) machen zu konnen,
waren fur b alle denkbaren Werte einzusetzen, mit den zugehorigen (sich nach
eventuellen Einschwingungsvorgéngen ergebenden) Werten von X in en b-x-
Koordinatensystem einzutragen und die Punkte miteinander zu verbinden. Das
Resultat eines derartigen Vorgehens, das sog. Bifurkationsdiagramm, ist fir Werte
zwischen b = 2.8 und b =4 auf der vorangegangenen Seite in Abb. 2/1 dargestellt.

Das gezeigte Bifurkationsdiagramm verdeutlicht, dass sich nach einer bestimmten
Anzahl Iterationen das System (2-1) fur Werte b < 3 bei bestimmten x-Werten ein-
pendelt. Ab einem Wert von b = 3 beginnt x zwischen zwei Werten zu oszillieren,
was durch die Gabelung (Bifurkation) verdeutlicht wird. Mit steigendem b finden
weitere Bifurkationen statt usw.” Die x-Werte beginnen schliessich chaotisch zu
schwanken. Eine mikroskopische Vergrdsserung der Abb. 2/1 wirde u.a. zeigen,
was von blossem Auge nicht zu erkennen ist: Die dunkle Flache (dawo die x-Werte
chaotisch schwanken) wird immer wieder durch weisse Streifen unterbrochen. An
diesen Stellen kommt das Chaos zum Stillstand und es entsteht wieder Ordnung,
welche jedoch bel weiterem Anwachsen von b erneut ins Chaos Ubergeht. Ein
Vergleich des Bifurkationsmodells mit dem Ljapunov-Exponenten bestétigt dabel
diesen Sachverhalt (vgl. Abb. 2/2):

Auch der Ljapunov-Exponent
schwankt in Abhangigkeit des Sy-
stemzustandes zwischen negativen
und positiven Werten hin und her.
Unter dem Mikroskop wirde man
erkennen, dass sich der Uebergang
Ins erneute Chaos wiederum Uber
die Periodenverdoppel ung nachvoll-
zieht”, exakt so wie dies zu Beginn
geschehen ist.
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Abb. 2/2: Ljapunov-Exponen



2.2 Fraktale Geometrie - die Geometrie des Chaos

"Fractals give structure to complexity, and beauty to chaos. ... Most natural shapes,
and time series are best described by fractals. Nature is, therefore, nonlinear, and
fractals are the geometry of chaos'®. Nicht treffender konnte das was unter der
Geometrie des Chaos verstanden wird umschrieben werden. Was exakt unter einem
Fraktal zu verstehen ist, wird im folgenden anhand der Koch-Schneeflocke und des
Seerpinski-Dreiecks gezeigt™.

Ausgangspunkt der Entstehung der Koch-
Shneeflocke (auch as Koch-Insel bezeich-
net) ist ein gleichseitiges Dreieck®. Jede Seite
wird in drei gleiche Teile zerlegt, wobel je-
weils das mittlere Drittel durch ein gleichsei-
tiges Dreieck ersetzt und dessen Grundlinie
entfernt wird. Das Verfahren wird im zwei-
ten Schritt auf alle verbleibenden Geraden
angewendet (vgl. Abb. 2/3). Im dritten
Schritt erfolgt die Anwendung des Verfah-
rens auf die dann verbleibenden Geraden.

Abb. 2/3: Koch-Schneeflocke?®

Dieses Vorgehen kann beliebig oft wiederholt werden und mit jeder Wiederholung
nimmt der Umfang des Gebildes zu. Wahrend der Umfang dank der unendlichen
Wiederholbarkeit unendlich lang wird, bleibt die Flache der Schneeflocke dennoch
endlich.

Aus der euklidischen Geometrie ist bekannt, dass die Linie eindimensional ist, im
Gegensatz zur Flache (zweldimensional), zum Raum (dreidimensional) oder zum
Punkt (nulldimensional). Eine vierte, flinfte oder n-te Dimension ist zwar nicht
mehr vorstellbar, doch wird vor allem in den Naturwissenschaften in derartigen
Dimensionen gerechnet. Die Kochkurve scheint nun aber weder eine Linie
(eindimensional) noch eine Flache (zweidimensional) zu sein, sondern irgend etwas
dazwischen. Mandelbrot flhrte fur dieses "Dazwischen" den Begriff Fraktal ein®.
Damit ist die Koch-Schneeflocke ein Fraktal mit einer Dimension zwischen eins und
zwel.



Die fraktale Dimension ist von der Form des fraktalen Gebildes abhéngig und
bringt zum Ausdruck, wie ein Gebilde (bzw. eine Zeitreithe) den Raum ausfllt. Sie
ist von allen das System beeinflussenden Faktoren abhangig und l&sst sich mit unter-
schiedlichen Methoden berechnen®. Handelt es sich - wie im Fall der Koch-
Schneeflocke - um ein Gebilde, kann dessen fraktale Dimension berechnet werden,
indem die Eigenschaft der "Verzackung" gemessen wird.

Zur Ermittlung der Lange einer aus verschiedenen geraden Teilstlicken zusammen-
gesetzten Linie (bspw. einer Kistenlinie oder etwa der Koch-Schneeflocke) wird ein
Messstab mit einer bestimmten Lange d verwendet. Die Lange der zu messenden
Linie (L) entspricht dann der Multiplikation aus der Lange des Messtabes (d) und
der Anzahl benétigter Messstabe um die zu messende Linie zu umfassen (N(d))*:

L =N(d)-d (2-39)
Dain der euklidischen Geometrie lediglich ganzzahlige Dimensionen (Null, ens,
zwel, drei) existieren, ist es unmittelbar einsichtig, dass sich die Lange des Messsta-
bes umgekehrt proportional zur Anzahl benétigter Messstabe verhalt®. Algebraisch
ausgedrickt gilt daher:

N(d) - d = konstant (2-3b)

Fur Fraktale stimmt die in (2-3b) gezeigte Proportionalitat nicht mehr genau. Die
Zahl der zur Umfassung einer fraktalen Kurve benétigten Messstabe ist nicht pro-
portional zu 1/d sondern proportional zu 1/dP:

N(d) - d° = konstant (2-3c)

Fur die Lange einer fraktalen Kurve gilt daher:

L(d) / d*° = konstant. (2-3d)

(wobei D = fraktale Dimension, L(d) = Lange der fraktalen Kurve, die von der
L ange des verwendeten Messstabes (d) abhangig ist).

Wird berticksichtigt, dass 1/dP = dP-1, folgt aus (2-3a), (2-3b), (2-3c) und (2-3d):

L(d) - d®1=N(d) - d- d®L=N(d) - d® = k (2-3¢)



(wobei k = Konstante)
Um D zu ermitteln wird (2-3e) logarithmiert

log L(d) + (D - 1)-log d = log N(d) + D-log d = log k
und nach D aufgelOst:

D =(logk/logd) - (logL(d)/logd)+ 1
= (logk /logd) - log N(d) / log d (2-4)*

Die Lange (Umfang) der Koch-Schneeflocke betrage urspringlich 3 (jede Seite des
gleichseitigen Dreiecks misst eins); die Konstante betragt daher k = 3. Wie bereits
weiter oben erwahnt, wird im ersten Konstruktionsschritt jede Seite in drei gleiche
Telle zerlegt und das mittlere Drittel jeder Seite durch ein gleichseitiges Dreieck
ersetzt, wobei dessen Grundlinie zu entfernen ist. Um den Umfang der Koch-
Schneeflocke nach dem ersten Konstruktionsschritt messen zu konnen, wird ein
Messstab mit der Lange d = 1/3 bendtigt. N(d) = 12 Messstébe decken die Koch-
Schneeflocke ab, deren Lange (= Umfang) nach dem ersten Konstruktionsschritt
L(d) = 4 wird. Entsprechend (2-4) ergibt sich fur die (fraktale) Dimension der
K och-Schneeflocke™:

D =(log3/log 0.333) - (log4/10og 0.333) + 1
=(log3/10g 0.333) - (log 12/10g 0.333) =1.26186

Das faszinierende an den Fraktalen ist die Skaleninvarianz (Selbstahnlichkeit): Ein
beliebiges Tellstlick eines Fraktals sieht dem Fraktal &hnlich; jedes Teilstlick eines
Teilstlicks sieht sowohl dem Tellstick wie dem Fraktal dhnlich usw. Diese
Skaleninvarianz lasst sich nicht nur an der Koch-Schneeflocke zeigen. Vor alem
wegen seiner Konstruktion soll als weiteres Beispiel das Serpinski-Dreieck
dargestellt werden (vgl. Abb. 2/4).



Abb. 2/4: Sierpinski-Dreieck®

Die Entstehung desselben ist relativ einfach: Aus einem gleichseitigen Dreieck
werde, wiein Abb. 2/4 gezeigt, ein gleichseitiges Dreieck entfernt. Dieser Vorgang
wende man auf die verbleibenden drei - ebenfalls gleichseitigen - Dreiecke an. Wird
der Vorgang des Entfernen eines Dreiecks aus den verbleibenden Dreiecken
beliebig oft wiederholt, gelangt man zum Sierpinski-Dreieck, in welchem auf einer
endlichen Flache eine unendliche Zahl von Dreiecken entfernt wurden. Wiederum
|&sst sich feststellen, dass die Dimension weder eins (es handelt sich nicht um eine
Linie) noch zwel (es handelt sich wegen der herausgenommenen Dreiecken nicht
um eine Flache) betragt. Vielmehr handelt es sich um eine fraktale Dimension von
D =1.58.*

Die Beispiele der Koch-Schneeflocke und des Sierpinski-Dreiecks zeigen, warum
die fraktale Geometrie die Geometrie des Chaos ist. Sowohl in der fraktalen
Geometrie wie auch in der Chaos-Arithmetik geht es darum, einen Prozess beliebig
oft auf sich selbst anzuwenden. Ebenfalls verbindend ist die Selbstéhnlichkeit,
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welche in der fraktalen Geometrie wie auch in der Chaos-Arithmetik (vgl. das
Bifurkations-Diagramm in Abb. 2/1) charakteristisches Merkmal ist. Dass es sich
bei der fraktalen Geometrie aber auch tatsdchlich um die Geometrie der Chaos-
Arithmetik handelt, ist dann glaubwurdig dargestellt, wenn durch Iteration ver-
schiedenen Zahlenmaterials fraktale Figuren entstehen. Mit dem sog. Chaos-Spiel
kann veranschaulicht werden, was auch mit Rechenvorschriften erreicht werden
kann.

Um das Chaos-Spiel zu spielen, wird ein Warfel benttigt, welcher anstelle der
Zahlen eins bis sechs die Zahlen eins, zwei und drei je zweimal zeigt, wobei die eins
dort ein zweites mal erscheint wo die vier ware, die zwei dort wo die funf wére und
die drei dort wo die sechs wére. Damit liefert der Wirfel eine zuféllige Folge der
Zahlen eins bis drei. Wie oft bei Wiirfelspielen wird dartiber hinaus ein Spielbrett
bendtigt. Dieses zeige ein gleichseitiges Dreieck, dessen Ecken mit den Nummern
eins, zwei und drei bezeichnet sind. Ausgangspunkt sei ein Punkt innerhalb oder
ausserhalb des Dreieckes. Nun beginnt man zu Wurfeln. Wird beispielsweise eine
drei gewdurfelt, gelangt man entsprechend der Konstruktionsvorschrift zum ersten
Punkt, welcher auf halber Distanz zwischen dem Ausgangspunkt und der Ecke drei
liegt. Zeigt der zweite Wurf bspw. die Zahl eins, liegt der zweite Punkt auf halber
Dinstanz zwischen dem ersten Punkt und der Ecke eins usw. Nach etwa 10'000
Woirfen und dem Eintrag aller Punkte zeigt sich das bereitsin Abb. 2/4 dargestellte
Sierpinski-Dreieck. Damit kann u.a. gezeigt werden, wie der reine Zufall (das
Chaos-Spiel funktioniert nattrlich nur mit einem fairen Wdarfel) zum
deterministischen Chaos bzw. zu einem Gebilde mit fraktaler Dimension fuhrt™.

Zum Schluss sai der Zusammenhang zwischen Chaosarithmetik und -geometrie
nochmals anhand der nachstehenden, einfachen Gleichung dargestellt:

Xn+]_ = Xn2 +C (2'5)

(wobei fur die Konstante c eine frei wahlbare komplexe Zahl der Form a + bi
einzusetzen ist).

Wird (2-5) iteriert so kann wiederum festgestellt werden, dass verschiedene
Verhaltensweisen auftreten: entweder die x-Werte streben rasch gegen unendlich
oder sie bleiben tber viele Iterationen innerhalb eines bestimmten Bereiches. Die
Grenze dieser Bereiche zeigen in Abhangigkeit der gewéahlten Konstante c (vgl. (2-
5)) faszinierende fraktale Gebilde. Dabei sind diese wesentlich komplexer als die
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Fraktale von Koch oder Sierpinski und werden nach dem franzésischen
Mathematiker Gaston Julia als Julia-Mengen bezeichnet. Es ist also moglich, aus
einfachen Algorithmen komplexe Strukturen entstehen zu lassen. Benoit Mandel brot
war es schliesslich, der vor knapp 15 Jahren (!) die wohl komplexeste auf (2-5)
basierende Struktur ermittelte®. Auf der Suche nach einer Antwort auf die Frage,
wann die x-Werte gegen unendlich streben und wann nicht, stiess er auf die nach
ihm benannte Mandelbrot-Menge. Diese umfasst alle komplexen Zahlen ¢ (vgl.
Gleichung (2-5)), fur welche die x-Werte auch nach beliebig vielen Iterationen
endlich bleiben®,

2.3 Chaotische Zeitreihenanalyse

Mit chaotischen Zeitreihenanalysen wird zu bestimmen versucht, ob eine Daten-
reithe, welche auf den ersten Blick als Zufallsreihe erscheint, aufgrund eines chaoti-
schen Prozesses zustande gekommen ist. Handelt es sich um eine chaotische Zeit-
reihe, ist ein chaotischer Attraktor auszumachen, dessen Dimension fraktal ist®. Mit
andern Worten ist mit einer chaotischen Zeitreihenanalyse die Dimension des At-
traktors der Zeitreihe zu suchen. Zu beachten bleibt, dass je hoher diese Dimension
ist, desto komplexer ist der die Zeitreihe generierende Prozess.

Eine mogliche Methode, Zeitreihen auf ihr chaotisches Verhalten zu Gberprifen, ist
die sog. "Rescaled Range"-Analyse, welche von Edwin Hurst im Zusammenhang mit
den optimalen Kapazitdten von Wasser-Reservoirs eingefihrt wurde®. Die
Anwendung der Rescaled Range-Analyse (R/S-Analyse, Hurst-Analyse) fuhrt Gber
die Berechnung des sog. Hurst-Exponenten (Hurst-K oeffizienten) zur Beurteilung,
ob eine Zeitreihe einem ausgepragten Trend oder einem "Biased Random Walk"
(auch als fraktale Brownsche Bewegung oder fraktale Zeitreihe bezeichnet) folgt,
oder aber die Zeitreihe einen "White Noise"-Prozess darstellt.

Werden bspw. die Renditen einer Aktie Uber die Zeit betrachtet, kann gemessen
werden, wie die Renditeverdnderungen um die durchschnittliche Rendite
schwanken™. Intuitiv ist klar, dass die Spanne der Renditeveranderungen in
Abhangigkeit vom Zeithorizont (T) zu- oder abnimmt. Ist die betrachtete Zeitreihe
zufallig, kann gezeigt werden, dass die Spanne mit T¥2 zunimmt®. Um die Spanne
der Renditeveranderungen tUber die Zeit zu standardisieren, dividierte Hurst® die
Spanne durch deren Standardabweichung (daher der Begriff "Rescaled Range
Analysis") und formulierte die folgende Beziehung™:
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Rn/ Sy = (N /2)H (2-6)

(Rn = durchschnittliche Spanne, Sy = Standardabweichung der Renditeveranderun-
gen, N = Anzahl betrachteter Renditen bzw. Zeitperioden, H = Hurst-Exponent)®.

Rn entspricht der Differenz zwischen dem Maximum und dem Minimum der ku-
mulierten Abweichungen r;n wahrend eines bestimmten Zeithorizontes N:

t t
Ry=[max a (ri-m)]-[min & (ri-rm)] (2-7)
i=1 i=1
wobei: rj = Renditeveranderung wéahrend Zeitperiode i
N = durchschnittliche Renditeveranderung (der r;)

uber N Perioden

) Q_)o.—c-

(ri - rn) = ren = kumulierte Abweichung tber N Perioden
1

Um den Hurst-Exponenten zu berechnen, ist (2-6) nach H aufzul 6sen:
H=1log (Rn/Sn) /log (N /2) (2-8)

Das nachfolgende Beispiel soll die Berechnung des Hurst-Exponenten verdeut-
lichen™:

Zeitperiode Renditeveranderungen Renditever &nderungen

der Aktie A der Aktie B

1 + 2 + 1

2 - 1 + 2

3 - 2 + 3

4 + 2 + 4

5 - 1 + 5

6 + 2 + 6
Kumulierte Rendite + 1.93 + 22.83
Standardabweichung 1.70 1.71
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Entsprechend (2-7) ergibt sich fir die durchschnittliche Spanne der Aktie A einen
Wert von Ry = +11/3. Die Standardabweichung betragt Sy = 1.70, woraus fir das
Verhdltnis (Ry / Sy) ein Wert von 2.157 folgt. Unter Anwendung von (2-8) kann
der Hurst-Exponent berechnet werden: H = 0.7. Fur die Aktie B lasst sich ein
Hurst-Exponent von H = 0.881 ermitteln.

Nimmt der Hurst-Exponent den Wert H = 0.5 an, handelt es sich bei der betrach-
teten Zeitrethe um einen Zufallsprozess. Gilt 0 £ H < 0.5, handelt es sich um eine
antipersistente  Zeitreihe, das heisst, dass auf eine Aufwartsbewegung eine
Abwartsbewegung wahrscheinlich ist*. Je mehr H gegen Null geht, desto ausge-
pragter ist dieses Verhalten. Liegt der Hurst-Exponent zwischen 0.5 und 1.0 (0.5 <
H £ 1.0) handelt es sich um eine persistente Zeitreihe, das heisst esist ein Trend
auszumachen. Mit zunehmendem H steigt das persistente Verhalten® der Zeitreihe.

Die soeben gemachten Aussagen kdnnen durch die Berechnung der Korrelation (r n)
noch einmal verdeutlicht werden®:

ry=224-D.1 (2-9)

Es muss beachtet werden, dass die entsprechend (2-8) ermittelte Korrelation nicht
der Autokorrelation einer Normalverteilung entspricht.

Wie einleitend erwéhnt ist es das Ziel der "Rescaled Range"-Analyse, den Prozess,
welcher die Zeitreihe generiert, zu ermitteln. Zu diesem Zweck ist die fraktale
Dimension des (chaotischen) Attraktors und damit der Zeitreihe zu ermitteln. Peters
zeigt, dass unter bestimmten Voraussetzungen die fraktale Dimension dem
reziproken Wert des Hurst-Exponenten entspricht™. Fur das gezeigte Beispiel ergibt
sich demzufolge fir die Aktie A eine fraktale Dimension von D = 1.43 und fur die
Aktie B einesolchevon D = 1.14.
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3. Chaos-Theorie und Wirtschaftswissenschaften

Dominierendes Anwendungsgebiet der Chaos-Theorie innerhalb der Wirtschafts-
wissenschaften ist die Finanzmarktforschung. Mit Hilfe von entsprechenden mathe-
matischen Konzepten versucht man, durch die Analyse von Zeitrethen chaotische
Strukturen in vorgegebenen Finanzmarktdaten (wie Zinssdtzen, Aktien- oder
Devisenkursen) zu identifizieren®. Konkret heisst dies, dass man nicht-lineare,
riickgekoppelte Funktionen so definiert, dass sie gegebene Zeitreihen bestmdglichst
zu erkléren vermogen. Eine solche Funktion kann - wie im vorherigen Abschnitt
gezeigt - z.B. die Form haben:

Pr1 = a(P)?2 - b(Pr.1)3 (3-1)

Verbal ausgedriickt besagt diese Gleichung, dass der Preis in der nachsten Periode
guadratisch vom momentanen Preis und kubisch vom Preis der Vorperiode ab-
hangt. Die Parameter aund b werden dabel mittels statistischer Methoden (z.B.
Regressionsanalyse) geschéatzt. Wie in Kapitel 2 gezeigt verhalten sich solche nicht-
lineare Gleichungen januskopfig: Je nach dem Wert der Parameter a und b ergibt
sich ein System, in welchem vergangene Preise die zukUnftigen Preise in einer
vorhersagbaren Art beeinflussen oder aber ein System, welches sich "chaotisch"
verhalt und keine verninftigen Prognosen aufgrund von V ergangenheitswerten er-
laubt®.

Das Ziel solcher Berechnungen ist dasselbe wie bei jeder technischen Analyse: Man
will mittels exakterer Zukunftsprognosen renditetrachtigere Anlagemdglichkeiten
ausfindig machen. Dahinter verbirgt sich die Idee, dass vergangene Preise die
kinftigen Preise beeinflussen, womit die Random Walk-Hypothese als unguiltig
erklart wird®. Die bis heute mit diesen Verfahren gewonnenen Erkenntnisse er-
maoglichen zwar keine zuverlassigen Langfristprognosen, liefern hingegen vielver-
sprechende Resultate im krzerfristigen (und damit in dem fir das Trading-
Geschift interessanten) Bereich®. Im néchsten Kapitel werden Uberlegungen und
Untersuchungen zu chaotischen Strukturen auf Finanzmérkten ndher vorgestellt.

Vorerst soll jedoch noch ein anderes wirtschaftswissenschaftliches Anwendungs-
beispiel der Chaos-Theorie bzw. der fraktalen Geometrie erwéhnt werden: Die be-
triebswirtschaftliche Organisationdehre. In einem interessanten Aufsatz zeigt
Seifritz® auf, wie sich die Entwicklung der Organisationsstruktur von der tay-
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loristischen Hierarchie zur Lean Production auch als Fraktalbildung interpretieren
l&sst. Dabel wird davon ausgegangen, dass der moderne Industriebetrieb als "lern-
fahiger lebender Organismus' aufgefasst werden kann, welcher sich im
Marktwettbewerb selbst optimal organisieren muss. Die Organisation geschieht
dabei von der Gruppe aus, d.h. von unten nach oben. Ein Fraktal (als selbstandige
Unternehmenseinheit) wird beispielsweise von einer teilautonomen Arbeitsgruppe
reprasentiert, wobei durch Zusammenfassung solcher Gruppen hohere
Ordnungszustande (wie Abteilungen, Bereiche, Departemente 0.4.) entstehen. Das
wichtigste Prinzip ist dabei die Selbstahnlichkeit, d.h. die gebildeten Abteillungen
haben dieselbe Struktur wie die ihr zugeordneten Gruppen. Das entstandene Resultat
ist gewissermassen eine Fabrik in der Fabrik in der Fabrik etc®.

Die nachfolgende Abb. 3/1 zeigt exemplarisch einen moglichen Aufbau, in welchem
jede Gruppe aus sechs Mitgliedern besteht und jeweils ein Gruppenmitglied aus
einer Gruppe n-ter Ordnung gleichzeitig einer Gruppe (n+1)-ter Ordnung ange-
hort.

_ . _  Gruppen
@® = Gruppenmitglied O = 1 Ordnung

Gruppe
2. Ordnung

Gruppe
2. Ordnung

Gruppe

3. Ordnung Gruppe

2. Ordnung

untere Halfte analog...

Abb. 3/1: Eine fraktale Gruppenstruktur®
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4. Chaos auf den Finanzmarkten

Bilden bei der Erforschung physikalischer Phdnomene wohl primar wissenschaft-
liche Motive den Hauptantrieb, so spielen bel Untersuchungen von Finanzmarkt-
daten auch handfeste monetére I nteressen eine massgebliche Rolle. Wer namlich -
sich endlich den uralten Traum so vieler Marktteilnehmer erfillend - bel der
Erklérung und insbesondere der Prognose von Aktienkursen, Zinssdtzen oder
Devisenkursen besser ist als die Konkurrenz (bzw. allenfalls besser als der Zufall),
kann sein Know How direkt "vergolden". Kein Wunder, sind auch immer wieder in
der Tagespresse Berichte zu lesen Uber Forschergruppen, die mit Hilfe der Chaos-
theorie den "grossen Coup" an den Finanzmarkten landen wollen®.

Okonomisch betrachtet ist die Chaos-Theorie as eine Weiterentwicklung der
Technischen Analyse zu betrachten®*. Waren lange sogenannte "Chartdiagramme”
deren wichtigstes Hilfsmittel, so haben in letzter Zeit - insbesondere dank den rasan-
ten Entwicklungen im EDV-Bereich - neuere Ansétze wie die hier beschriebenen
stark an Bedeutung gewonnen®.

4.1. Ansatze zur Aktienkursprognose

Wie im vorangegangenen Abschnitt 2.3. gezeigt, wurden von Hurst verschiedene
Naturphanomene dahingehend untersucht, ob sich zwischen verschiedenen Beobach-
tungen eine Abhangigkeit, ein "Memory" finden lasst. Die von ihm verwendete R/S-
Analyse (Rescaled Range-Analyse) wurde spéter von Peters™ u.a. auf dem Wert-
papiermarkt angewendet. Sein V orgehen bestand darin, zuerst anhand von Daten
zwischen 1950 und 1988 die monatlichen Renditen auf a) dem S& P 500, b) dem 30
Y ear T-Bond und c) der Differenzgrosse zwischen a) und b) zu berechnen. Danach
wurden die Monatsdaten aufgeteilt in verschiedene Beobachtungszeitraume unter-
schiedlicher Lange. Anhand der daraus resultierenden R/S-Werte wurden regres-
sionsanalytisch die Hurst-K oeffizienten fur a), b) und c) geschéatzt. Dabel ergaben
sich folgende Werte:

a S&P500 H = 061 (R2 = 98.8 %)
b) 30 Years T-Bonds H = 064 (R2 = 97.8 %)
c) Diff. Stock-Bond H = 066 (R2 = 99.4 %)
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Grundsétzlich gilt, dass mit einem hdheren H-Wert (= Hurst-Koeffizient) eine
starkere Persistenz und damit ein geringeres "Rauschen"® einhergeht. Die oben er-
rechneten Werte weisen auf in den Kursen vorhandene Trends hin, womit ein
reiner Random Walk die vorhandenen Datenserien nicht zu erklaren vermag. Peters
spricht deshalb auch von einem "Biased Random Walk". Er stellte ausserdem fest,
dass der Einfluss der vergangenen auf die kiinftigen Kurse unabhangig von der zu-
grunde gelegten Beobachtungsdauer war, d.h. eine vergangene 6-Monats-Periode
beeinflusste die kinftige 6-Monats-Periode, eine vergangene 10-Jahres-Periode
beeinflusste die kiinftige 10-Jahres-Periode usw. Diesen Effekt fhrte er auf ein so-
genanntes "Market Sentiment"” zurtck.

In einer spateren, umfangreicheren Untersuchung (mit Dow Jones-Daten zwischen
1988-1990) fand Peters erneut einen persistenten Hurst-Prozess im Aktienmarkt,
alerdings nur fir Zeitperioden von bis zu vier Jahren®.

Im weiteren konnte Peters* zeigen, dass (auf der Basis von Daten zwischen 1950
und 1989) fur die von ihm beobachteten S& P 500-Werte ein der Zeitreihe unter-
liegender chaotischer Attraktor existieren muss, dessen fraktale Dimension er mit
ca. 2.33 (be einem positiven Ljapunov-Exponenten®) errechnete. Allerdings ist
damit der entscheidende néachste Schritt noch nicht getan; Peters schliesst denn auch:
"... The next step isto develop amodel that explains the non-linear mechanism that
generates the chaotic attractor. We |leave that for further research."®

Ohne explizit auf quantitative Erhebungen einzugehen, beschreibt Kiehling®”
uberblickmassig das chaotische Verhalten des Aktienmarktes und insbesondere ver-
schiedene mdgliche Rickkoppelungsmechanismen. Er kommt u.a. zum Schluss, dass
sich v.a. infolge der daflr nétigen grossen Datenmenge der Ansatz im deutsch-
sprachigen Bereich noch nicht durchgesetzt hat, hingegen die Chaos-Forschung
bereits jetzt fir Marktph&dnomene wie "Kursstirze" interessante Erkl&rungsansétze
liefert.

4.2. Ansatze zur Zinssatzprognose
Larrain® untersuchte, ob sich in Treasury Bill-Daten chaotische Strukturen finden
liessen®. Als Datengrundlage nahm er die 91-Tage Treasury Bill-Quartalsnotie-

rungen zwischen 1962 und 1989 und definierte eine Funktion, welche sowohl tech-
nische als auch fundamental e Faktoren berlcksichtigte:
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rer = {a+ by - e} + [dy) + e(P) - f(M) - g&(Y-C)]
oder abgekirzt

rv1 = { K-map} + [Z-map]

wobei

r = Treasury Bill - Zinsen

y = reales BSP

P = K onsumentenpreisindex

M = Nominale Geldmenge M2

Y-C = Real es Einkommen minus realer Konsum = Ersparnisse
ab,..g = zu schétzende Parameter

Derin{ } gesetzte erste Teil der Gleichung (von Larrain als K-map bezeichnet)
entspricht der logistischen Funktion und reprasentiert den "chaotischen" Aspekt,
wogegen der in [ ] gesetzte (und als Z-map bezeichnete) zweite Tell volkswirt-
schaftliche Kenngréssen und damit fundamentale Aspekte darstellt. Die Variable n
bezeichnet den Grad der Nichtlinearitét, wobei n = 1,2,3 getestet wurden und sich
fur n = 2 die besten Resultate ergaben.

Mittels verschiedener Regressionsanalysen wurden danach die Parameter der K-map
und Z-map bestimmt, wobei sowohl verschiedene Beobachtungszeitraume als auch
verschiedene Stichprobengrossen getestet wurden.

Die Resultate lassen sich wie folgt zusammenfassen:

» Die Schatzwerte fUr die Parameter bewegen sich sowohl ber die verschiedenen
Beobachtungszeitraume als auch in den verschiedenen Stichproben in einem
relativ engen Bereich, d.h. sie sind ziemlich konstant (diese hohe Stabilitéat ist
angesichts des beobachteten Zeitraumes 1962-1989 erstaunlich).

* Es liegt eine bemerkenswert hohe statistische Signifikanz vor (Korrelations-
werte, t-Statistiken, Durbin-Watson™).

» Das Bifurkationsdiagramm zeigt, dass fur Werte von b < 1.50 jeweils eine
Losung existiert und danach mit fortschreitender Periodenverdoppelung ab
einem Wert von ca. b > 1.65 chaotische Strukturen erreicht werden (bei diesem
Wert wird der Ljapunov-Exponent positiv, vgl. dazu auch Abschnitt 2.1.).
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» Dienicht-lineare K-map vermag die verwendete Datenreihe gut zu erkléren.

* Es finden sich Hinweise darauf, dass auch fir die Z-map eine nicht-lineare
Relation mehr Erklarungsgehalt haben konnte als die verwendete lineare.

» Larrain folgert, dass zu bestimmten Zeiten die K-map deutlich Uber die Z-map
dominiert, ein andermal jedoch gerade die umgekehrte Situation vorherrscht™.

Basierend auf vorangehenden Untersuchungen von Larrain (vgl. vorne) konstru-
ierten spéter Larrain/Pagano™ ein Prognosemodell fur Treasury Bill-Notierungen.
Wiederum wurden zuerst aufgrund von T-Bill Daten zwischen 1962 und 1988 mit-
tels verschiedener Regressionsanalysen die Parameter eines K-map/Z-map -
Modelles geschétzt. In einem zweiten Schritt wurde danach die errechnete Schétz-
gleichung auf (nicht in der Analysestichprobe enthaltene) Werte zwischen 1988 und
1991 angewendet. Die dabel erhaltenen Prognosedaten liegen ziemlich nahe bei den
tatschlichen, und insbesondere wurden die Wendepunkte im Zinsverlauf alle
vorhergesehen. Die nachfolgende Abb. 4/1 zeigt den Sachverhalt deutlich auf:

85 —+
8
75 +
7 4
65 1 Tatsachliche
Werte in %
6 ¥ -7 — — — Prognostizierte \
Werte in % \
\
5,5 —

88/2 88/3 88/4 89/1 89/2 89/3 89/4 90/1 90/2 90/3 90/4 91/1 91/2

Abb. 4/1. Prognostizierte und tatséchliche Werte™

Weitere statistische Untersuchungen bestétigten die Prognosefahigkeit der Schétz-
gleichung. Daraus zogen Larrain/Pigano den Schluss, dass nicht-lineare Systeme,
die zudem auf eine oder mehrere Perioden zuriickliegende Daten bezug nehmen
(und damit eine "verzogerte Anpassungsreaktion der Méarkte" unterstellen), dereinst
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méchtige Prognoseinstrumente werden konnten, auch wenn die diesbezigliche
Forschung erst am Anfang stecke.

4.3. Ansatze zur Devisenkursprognose

Der Devisenmarkt ist in verschiedener Hinsicht ein ideales Spielfeld fur Chaos-
theoretiker. Erstens ist er hochgradig liquid (t&glich werden weltweit Devisen in
der Gréssenordnung von 700 Mrd. US-$ gehandelt), zweitens liegt breites empi-
risches Datenmaterial vor (pro Tag fallen Tausende neuer Wechselkursdaten an)
und drittens stitzen sich Devisenhandler (nachdem Zeitreihenanalysen auf der Basis
von makrotkonomischen Determinanten ebensowenig wie die Kaufkraftparitéten-
theorie befriedigende Resultate zu liefern vermochten) seit jeher stark auf die
technische Analyse ab. Auf der Chaos-Theorie beruhende Wechsel kurs-Prognose-
systeme haben dabei nicht zum Ziel, unvorhersehbare Ereignisse (wie z.B. einen
Borsencrash, einen politischen Umsturz etc.) vorherzusagen. Vielmehr versucht
man, die von solchen "Schocks" ausgel Gsten Bewegungen hinsichtlich Richtung und
Intensitat zu prognostizieren. Dabel haben empirische Untersuchungen gezeigt, dass
sich nicht nur in den Devisenkursen als solchen bestimmte Strukturen finden lassen,
sondern dass insbesondere auch die vergangenen Kursvolatilitdten einen Einfluss auf
die kinftigen Kursvolatilitéten haben. Konkret bedeutet dies, dass die Volatilitaten
as solche zum Untersuchungsgegenstand werden und damit ihrerseits auf chaotische
Strukturen hin untersucht werden kdnnen. Damit kdnnen auch Prognosen tber die
kinftige Volatilitdt gemacht werden, was insbesondere bel der Preisgestaltung von
Devisenoptionen ein wichtiges Hilfsmittel ist™.

Peters hat in umfangreichen Untersuchungen verschiedene Wechselkursrelationen
mittels der R/S-Analyse untersucht™. Fur die Relationen von Yen/$, DM/$ und £/$
fand er nahe beieinanderliegende Hurst-K oeffizienten zwischen 0.62 und 0.64, ein
klares Indiz fir das Vorliegen von stark ausgepragten Trends. Allerdings liessen
sich - im Unterschied etwa zum Aktienmarkt - keine langfristigen Zyklen bestim-
men, weshalb Peters folgerte, dass die analysierten Devisenkurse einem "True Hurst
Process" folgen wrden.

4.4. Chaos auf dem Markt fur derivative Finanzinstrumente
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In der letzten Zeit ist das Geschaft mit derivativen Finanzinstrumenten zunehmend
stark kritisiert worden. In Anbetracht der hohen Verluste, die verschiedene
Unternehmen in diesem sensiblen Bereich erlitten haben™, ist die Frage nahe-
liegend, ob sich wohl auch die Kursbildung an den Derivativen Finanzmérkten nach
bestimmten, nicht-linearen Gesetzmassigkeiten vollzieht. Kiehling beschreibt einige
mogliche Ansatzpunkte, welche sich wie folgt zusammenfassen lassen’”:

» Je hoher in den Finanzméarkten die Liquiditét ist, desto eher ergibt sich eine
stabile Kursentwicklung.

» Derivative Finanzmérkte tragen deshalb normalerweise durch verstéarkte
Arbitragemoglichkeiten und Erh6hung der Liquiditét (sogenannte negative,
sel bstsstabilisierende Riickkoppelungen) zur Kursstabilisierung bei.

* In hektischen Zeiten kann sich jedoch genau das Gegentell ergeben: Nicht mehr
langfristig orientierte oder auf Arbitrage ausgerichtete Marktteilnehmer be-
stimmen das Geschehen, sondern Spekulanten. Dadurch werden positive, selbst-
verstarkende RuUckkoppelungsmechanismen generiert, die die Preisbildungs-
mechanismen aufschaukeln und die Volatilitéten sprunghaft erhéhen kénnen™.

» Verschiedene Forschungsarbeiten weisen darauf hin, dass es bei den Markten fur
Derivate (aber auch bei den Markten fur die Underlyings) nicht um lineare,
sondern um chaotische Systeme handelt, die nach ruhigeren Phasen plotzlich zu
sprunghaftem Handeln tendieren.

 DadielInstabilitét der Finanzmérkte vor allem in den letzten Jahren deutlich
zugenommen hat, ist es denkbar, dass im Zuge von Internationalisierung,
Deregulierung, Securitization etc. nicht nur hemmende Fesseln gesprengt, son-
dern auch traditionelle Dampfungen und Bremsen im Finanzsystem entfernt
worden sind.

Peters hat einen wichtigen Aspekt der Bewertung von Optionen naher untersucht,
namlich das Eigenverhalten der Volatilitéat von Aktien™. Er nahm S& P Composite-
Kurse zwischen 1928 und 1989 errechnete dabei fir die realisierten Volatilitaten
einen Hurst-K oeffizienten von 0.31, was auf eine eindeutig antipersistente Zeitreihe
hinweist (d.h. eine Zeitreihe, bei der nach einem Werteanstieg ein Werteriickgang
wahrscheinlicher ist als ein erneuter Werteanstieg, und umgekehrt). Allerdings
streuen die beobachteten Werte nicht um einen Mittelwert herum (damit liegt kein
sogenanntes "Mean-Reverting”" vor), sondern die absoluten Anderungen sind zu-
fallsvertellt.
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5. Zusammenfassende Schlussbemerkungen

Die vorangegangenen Kapitel haben aufgezeigt, dass die noch relativ junge Chaos-
Theorie bereits auf den verschiedensten Gebieten angewendet wird. Die bis jetzt
gewonnenen Erkenntnisse sind zwar ermutigend, durfen jedoch nicht dartiber hin-
wegtauschen, dass oftmals lediglich erste erfolgversprechende Anzeichen fir eine
mogliche Relevanz dieses theoretischen Gebéaudes vorliegen. Auch sind die
Meinungen dartiber, ob in den Finanzmérkten Uberhaupt chaotische Strukturen
existieren, nach wie vor geteilt. Alexander/Giblin® listen dazu beispielsweise be-
furwortende wie auch ablehnende und unentschiedene Stellungnahmen auf und
finden selber nach kritischer Analyse der Problematik und einer eigenen Unter-
suchung keine ausreichende empirische Evidenz fir chaotische Strukturen.

Auch die umfassenden Arbeiten von Peters wurden teilweise kritisiert. So haben
bei spiel sweise Ambrose/Weinstock Ancel/Griffiths® darzulegen versucht, dass eine
nicht exakt angewandte R/S-Methodik dazu fuhren kann, dass irrttiimlicherweise ein
langfristiger Trend festgestellt wird, welcher aber de facto gar nicht existiert.
Selber kommen sie aufgrund anderer statistischer Untersuchungen (basierend auf
dem sogenannten Lo-Test) zum Schluss, dass aufgrund der von ihnen verwendeten
Werte (S&P 500 - Daten) keine ausreichende Evidenz fir eine langfristig-determi-
nistische Aktienkursstruktur vorliegt.

Allgemein l&sst sich dazu festhalten, dass mit der Chaos-Theorie die grundsétzliche
Diskussion, ob Finanzmarktkurse einem Random Walk folgen oder nicht, neue Nah-
rung erhalten hat®. Darlber aufgrund der vorhandenen Erkenntnisse generell
urteilen zu wollen, ist noch zu frih. Wie so oft kdnnte auch diesmal der Weg in der
Mitte liegen, indem sowohl deterministische als auch zuféllige, sowohl technische
als auch fundamental e Faktoren in unterschiedlicher Zusammensetzung und zu un-
terschiedlichen Zeitpunkten kursbestimmend sein konnen. Die kiinftige Forschung
wird sich diesen Fragen noch genauer anzunehmen haben.
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und dienen u.a. zur Berechnung von Wurzeln aus negativen Zahlen (bspw. -161/2 = 4i). Vgl. bspw. Ohse, D.:
Mathematik fir Wirtschaftswissenschaftler I, 3. Aufl., Minchen 1993, S. 39ff).
° Vgl. bspw. Peters, E.. Chaos and Order in the Capita Markets, New York 1991, p. 9 und
p. 121ff. Die logistische Gleichung ist ein eindimensionales, nichtlineares und rickgekoppeltes System. Im Gegensatz
zu einem kontinuierlichen System, das mit partiellen Differentialgleichungen beschrieben werden kann, handelt es sich
hierbei um ein diskretes System, das mit einer Differenzengleichung darstellbar ist.

Mit der gezeigten logistischen Gleichung lasst sich u.a. auch das allgemein bekannte " Jéger-Beute"-Problem
darstellen.
10 Neben der logistischen Gleichung gibt es weitere Systeme, welche chaotische Eigenschaften aufweisen.
Nurnberger nennt als Beispiele:

Xn+1 = Xn + a'sinp-xp oder Xn+1 = axn2 -1
Vgl. Nurnberger, C.: Faszination des Chaos, Stuttgart 1993, S. 74.

n Die Logistische Gleichung wurde in der Literatur breit diskutiert. Vgl. dazu bspw. Peters, E.: Chaos and Order

in the Capital Markets, New York 1991, p. 121ff; Nurnberger, C.: Faszination des Chaos, Stuttgart 1993, S. 40ff;
Morfill, G./Scheingraber, H.: Chaosist Uberall ... und es funktioniert, Frankfurt 1993, S. 116ff; Briggs, J. / Peat
F.D.: Die Entdeckung des Chaos, M inchen/Wien 1990, S. 78ff; Peters, E.: A Chaotic Attractor for the S& P 500, in:
Financial AnalystsJournal, Vol. 47, No. 2, March-April 1991, p. 56; Larrain, M.: Testing Chaos and Non-
Linearitiesin T-Bill Rates, in: Financial Analysts Journal, Vol. 47, No. 5, Sept.-Oct. 1991, p. 54.

Das Beispiel wurde aus NUrnberger (S. 46ff) enthnommen. Dassel be Beispiel mit demselben Zahlenmaterial
findet sich auch bei Briggs/Peat (S. 80ff).
12 Im Falle nur einer Gleichung von einem System zu sprechen scheint vielleicht etwas vermessen zu sein, doch
kann man sich fir analoge Sachverhate auch weit kompliziertere Gleichungen oder Gleichungssysteme as die
Gleichung (2-1) vorstellen.
13 Der kritische Wert, fr den das System (2-1) chaotisch wird, betrégt b = 3.5699456.
14 Im Beispiel wurde fir xg bewusst ein Wert zwischen Null und eins gewahlt. Die Gleichung (2-1) zeigt nur fur
den Fall 0 < xg < 1 das beschriebene Verhalten. Demgegentber kann die Konstante b auch andere als die gezeigten

Werte annehmen.

s Vgl. Nirnberger, C.: Faszination des Chaos, Stuttgart 1993, S. 64.

1 Vgl. Morfill, G./Scheingraber, H.: Chaosist Uberall ... und es funktioniert, Frankfurt 1993, S. 120.
7 (2-2) gilt nur fur diskrete Systeme, nicht aber fir stetige Systeme.
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1 Esist zu beachten, dass in einem System mit mehreren Freiheitsgraden (d.h. mit mehreren frei wahlbaren und
von anderen Grissen unabhéngigen Parametern) fir jeden Freiheitsgrad ein Ljapunov-Exponent existiert. Ist die
Bewegung eines Systems im Phasenraum (Raum, indem die Erscheinung bestimmter (Mess-)Daten dargestellt wird)
beschrankt, ist die Summe aller | simmer kleiner oder héchstens gleich Null. Besitzt ein System einen Attraktor, ist die
Summeadler | simmer kleiner als Null.

Exkurs:

Als Attraktor wird dabei ein Anziehungspunkt bezeichnet, oder exakter "... die geometrische Struktur im
Zustandsraum, die aus allen Zusténden besteht, die ein dynamisches System auf lange Sicht annehmen kann. Auf lange
Sicht heisst: nachdem das System eventuelle Einschwingvorgange durchlaufen hat ..." (M orfill, G./Scheingraber,
H.: Chaosist Uberall ... und esfunktioniert, Frankfurt 1993, S. 267). Im Beispiel des Systems (2-1) existieren demzu-
folge fur Werte b < 3 ein Attraktor, fir Werte zwischen b = 3 und b < 3.4495 zwei Attraktoren, fur Werte zwischen b
= 3.4495 und b < 3.56 vier Attraktoren usw.

Kann in einem System eine infinite Anzahl moglicher Werte innerhalb eines begrenzten Zustandsraumes erreicht
werden, besitzt das System einen chaotischen Attraktor - auch als seltsamer Attraktor bezeichnet. Chaotische
Attraktoren sind demnach nicht-periodisch und weisen eine fraktale Dimension auf (vgl. Peters, E.: A Chaotic Attractor
for the S& P 500, in: Financial Analysts Journal, Vol. 47, No. 2, March-April 1991, p. 56 aber auch Peters, E.:
Chaos and Order in the Capital Markets, New York 1991, p. 136ff). In Abschnitt 2.2. wird auf die Koch-Schneeflocke
und das Sierpinski-Dreieck eingegangen; auch dawird man wieder auf den Sachverhalt stossen, dass eine infinite Anzahl
von Lésungen in einem endlichen Raum existiert.

9 Abb. 2/1 wurde entnommen aus Peter s, E.: Chaos and Order in the Capital Markets, New York 1991, p. 8.

2 Der Zustand des Chaos kann Uber verschiedene Wege erreicht werden. Fihrt der Weg - wieim Beispiel gezeigt -
Uber die Periodenverdoppelung in den chaotischen Zustand, wird auch von einem Feigenbaum-Szenario gesprochen.
Abb. 2/1 zeigt, dass sich die Abstdnde zwischen den Periodenverdoppel ungen verkirzen, was aufgrund der Aenderung
von b erfolgt (b wird daher auch als Kontrollparamter bezeichnet). Das Verhdltnis der Differenz der Werte des
Kontrollparameters zwischen zwei aufeinanderfolgenden Periodenverdoppel ungen ist dabel konstant und wird nach dessen
Entdecker als Feigenbaumzahl bezeichnet (vgl. Peters, E.: Chaos and Order in the Capital Markets, New Y ork 1991, p.
126 oder auch Morfill, G./Scheingraber, H.: Chaosist Gberall ... und es funktioniert, Frankfurt 1993, S. 277):
Feigenbaumzahl = F® (bp-bn-1)/ (bn+1 - bpn) ; wobei n grossist

Die Feigenbaumzahl gilt als Naturkonstante; ihr numerischer Wert betrégt F = 4.669201--- .

Der Abstand zwischen den Periodenverdoppelungen verringert sich  demzufolge jeweils  auf
(1/4.669201) des vorhergehenden Abstandes.
2 Eine ausgezei chnete Darstellung und Beschreibung findet sich dazu in Nir nberger, C.: Faszination des Chaos,
Stuttgart 1993, S. 70ff.
2 Abb. 2/2 wurde entnommen aus Larrain, M.. Testing Chaos and Non-Linearities in T-Bill Rates, in:
Financial Analysts Journal, Vol. 47, No. 5, Sept.-Oct. 1991, p. 57.
= Peters, E.: Chaos and Order in the Capital Markets, New Y ork 1991, p. 45.
2 AlsBeispiel hétte auch der ebenfallsin der Literatur immer wieder gezeigte Menger - Schwamm gewéhlt werden
konnen.
% Vgl. dazu etwaPeters, E.: Chaos and Order in the Capital Markets, New York 1991, p. 49 oder Briggs, J. /
Peat F.D.: Die Entdeckung des Chaos, Miinchen/Wien 1990, S. 134.
% Abb. 2/3 ist entnommen aus Peters, E.: Chaos and Order in the Capital Markets, New Y ork 1991, p. 50.
z Vgl. Briggs, J. / Peat F.D.: Die Entdeckung des Chaos, Miinchen/Wien 1990, S. 134.
% Vgl. dazu auch Abschnitt 2.3. An dieser Stelle soll lediglich die verhaltnisméssig einfache Berechnung der
fraktalen Dimension der Koch-Schneeflocke und des Sierpinski-Dreiecks gezeigt werden.
» Vgl. dazu auchEmbrechts, M.: Basic Concepts of Nonlinear Dynamics and Chaos Theory, in: Deboeck, G.:
Trading on the Edge, New Y ork 1994, p. 266ff.
%0 Im Gegensatz zur euklidischen Geometrie wird fir die Darstellung von Fraktalen eine Geometrie benétigt, welche
auch nicht-ganzzahlige Dimensionen beriicksichtigt. L etztere werden auch as " Fraktale Dimensionen" bezeichnet. Vgl.
Frison, T.: Nonlinear Data Analysis Techniques, in: Deboeck, G.: Trading on the Edge, New Y ork 1994, p. 282ff.
3 Esist zu beachten, dass (2-3a) firr fraktale wie auch nichtfraktale Gebilde gilt.
2 Mit (2-4) kénnen je nach Inputdaten die Dimension D, die Konstante k, die Lange eines fraktalen Gebildes L(d),
die Lange des Messstabes d oder die Anzahl benétigter Messstébe N(d) bestimmt werden.

Wird (2-4) nach log L (d) aufgel6st, ergibt sich

log L(d) =logk + (1-D)-log d

Mit andern Worten gilt: wird die Lange einer fraktalen Kurve gegeniiber der Lange des Messstabes in einem

doppeltlogarithmierten Diagramm aufgetragen, ergibt sich eine Gerade mit einer Steigung von (1 - D); im Beispiel der
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Koch-Schneeflocke ergibt sich fir die Steigung der Gerade zwischen den beiden Punkten (log 4 / 1og 0.333) und (log
5.333/log 0.111) eine Steigung von -0.261686 = (1 - D).

Wird der Umfang eines Kr ei ses gegentiber der Lange des Messstabes in einem doppeltlogarithmierten Diagramm
aufgetragen, ergibt sich eine horizontale Gerade ((1 - D) = 0 oder D = 1). Betragt bspw. der Umfang einesKreisesU =4
und wird die Lange des Messstabes konstant mit p angenommen, ergibt sich fir die Anzahl benétigter Messstabe N(d) =
U/ p = Durchmesser. Die Dimension wird entsprechend (2-4) berechnet (wobei wiederum k = U). DaD = 1ist, handelt
es sich beim Kreis nicht um ein Fraktal; der Kreisumfang ist eine glatte Linie. Diesen Sachverhalt nutzte Peters, um die
Ermittlung der fraktalen Dimension mit Kreisen zu erkléren: Die fraktale Kurve ist mit Kreisen abzudecken wobei der
folgende Zusammenhang gelte (vgl. Peters, E.: Chaos and Order in the Capital Markets, New Y ork 1991, p. 58):

N-(2- r)D = 1 und daraus folgend D =log N / log (1/2r)

(wobel N = Anzahl bendtigter Kreise, r = Kreisradius).
3 Nach dem zweiten K onstruktionsschritt (welcher analog dem Ersten durchgefthrt wird), istk =3, d = 1/9, N(d) =
48, L(d) = 16/3. Entsprechend (2-4) ergibt sich fur die Dimension wiederum D = 1.26186.
3 Abb. 2/4 ist entnommen aus: Peters, E.: Chaos and Order in the Capital Markets, New Y ork 1991, p. 48.
% Die Ermittlung der fraktalen Dimension des Sierpinski-Dreiecks erfolgt unter Anwendung von Gleichung (2-4).
Die urspriingliche Lange des Dreicks betréagt 3 (jede Seite des gleichseitigen Dreiecks misst eins); die Konstante betragt
daher k = 3. Entsprechend der Konstruktion des Sierpinski-Dreiecks betréagt die Lange des Messstabes d = 0.5; nach dem
ersten Konstruktionsschritt werden N(d) = 9 Messstabe benétigt.
% Zum Chaos-Spiel vgl. auch Peters, E.: Chaos and Order in the Capital Markets, New York 1991, p. 51ff oder
Nirnberger, C.: Faszination des Chaos, Stuttgart 1993, S. 132ff.
s Vgl. Briggs, J. / Peat F.D.: Die Entdeckung des Chaos, M iinchen/Wien 1990, S. 141.
38 Warum Peters (vgl. Peters, E.: Chaos and Order in the Capital Markets, New York 1991, p. 45) Fraktale als
die Schonheit des Chaos bezeichnet zeigt sich bei der genauen Betrachtung der Mandelbrot-Menge (vgl. dazu Peitgen,
H./Richter, P.: "The Beauty of Fractas', Berlin 1986.
% Vgl. dazu die Ausfilhrungen in Fussnote 18.
40 Hurst, H./Black, R./Simaika, Y.: Long-Term Storage: An Experimental Study, London 1965, zit. nach
Embrechts, M .: Basic Concepts of Nonlinear Dynamics and Chaos Theory, in: Deboeck, G.: Trading on the Edge,
New York 1994, p. 275.
4 Die Ermittlung des Hurst-Exponenten wird im Hinblick auf Kap. 4 mittels Aktienrenditen gezeigt. Ebensogut
hétten auch andere Zeitreihen verwendet werden kénnen.
42 Vgl. Pindyck, R./Rubinfeld, D.: Econometric Models & Economic Forecasts, 3. Aufl., New York 1991, p.
442,
s Hurst, H./Black, R./Simaika, Y.: Long-Term Storage: An Experimental Study, London 1965, zit. nach
Embrechts, M .: Basic Concepts of Nonlinear Dynamics and Chaos Theory, in: Deboeck, G.: Trading on the Edge,
New York 1994, p. 275.
44 Vgl. Peters, E.: Fractal Market Analysis, New York 1994, p 56. Dort wird alerdings eine allgemeinere Form
von (2-6) gezeigt, welche hier nicht weiter interessiert.
% Mandelbrot fand, dass der Hurst-Exponent entsprechend (2-6) im Falle 0.5 <H £ 0.7 Uberschétzt und im Falle
0.7 < H £ 1.0 unterschétzt wird. Bessere Werte ergeben sich fir H wenn

RN/ SN =NH

angewendet wird. Vgl. dazu Peters, E.: Fractal Structure in the Capital Markets, in: Financial Analysts

Journal, Vol. 45, No. 4, July-Aug. 1989, p. 34.
6 Eigene Berechnungen, basierend auf Daten von Peters (vgl. Peters, E.: Chaos and Order in the Capital Markets,
New York 1991, p. 62).
ud Das antipersistente Verhalten wird auch als "Pink Noise" bezeichnet (vgl. Peters, E.: Fractal Market Analysis,
New York 1994, p 171).
8 Das persistente Verhalten wird auch als "Black Noise" bezeichnet (vgl. Peters, E.: Fractal Market Analysis,
New York 1994, p 171).
49 Vgl. Peters, E.: Fractal Structure in the Capital Markets, in: Financial Analysts Journal, Vol. 45, No. 4,
July-Aug. 1989, p. 34.
%0 Vgl. Peters, E.: Fractal Market Analysis, New Y ork 1994, p 197ff.
5 Vgl. dazu auch Abschnitt 2.3.
52 Man beachte dazu nochmals das in Abschnitt 2.1. skizzierte Verhalten der logistischen Gleichung.
53 Die Random Walk-Hypothese besagt, dass historische Preise keinerlei Einfluss auf kiinftige Preise haben und
dass das Verhdltnis zwischen diesen beiden einer zufélligen Verteilung folgt. Vgl. dazu z.B. Auckenthaler, C.: Theorie
und Praxis des Portfolio Management, Bern/Stuttgart/Wien 1994, S. 276ff.
> Das auch in der Praxis bereits erfolgreich solche oder @nliche Systeme eingesetzt werden, zeigt beispielsweise
ein Interview mit R. Olsen (Olsen & Associates), vgl. Strebel, B.: Risk-Management auf wackeligen Beinen, in:
Schweizer Bank, Nr. 9/1994, S. 18-19.
% Vgl. zu den nachfolgenden Ausfiihrungen Seifritz, W.: Die fraktale Fabrik, in: NZZ, 21./22. Mai 1994, S. 41.
% Dieses Beispiel der "fraktalen Fabrik" basiert u.a. auf den Eigenschaften desin Abschnitt 2.2. beschriebenen
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Serpinski-Dreiecks.

57 Quelle: Seifritz, W.: Diefraktale Fabrik, in: NZZ, 21./22. Mai 1994, S. 41.

%8 Vgl. beispielsweise Bachmann, P.: Chaos-Business, in: Tages-Anzeiger und Berner Zeitung (Hrsg.):
Das Magazin, Nr. 15, 16. April 1994, S. 31-40.

% Die technische Analyse geht von den beobachteten Kursen als solche aus und zieht aus deren bisherigem Verlauf
Rlckschliisse auf zukiinftige Bewegungen. Das Ziel ist dabei, Trendverldufe und Trendumkehrpunkte frihzeitig zu
erkennen; auf Quantifizierungen mittels Anderungsraten 0.4 wird weitgehend verzichtet. Vgl. dazu Perridon, L. /
Steiner, M.: Finanzwirtschaft der Unternehmung, 7. Aufl., Minchen 1993, S. 205ff.

Dazu ist anzumerken, dass es schon bisher am Rande der technischen Analyse Strdmungen gegeben hat, die
graphisch nach nicht-linearen, aber sich regelmassig wiederholenden Strukturen in Finanzmarktdaten gesucht haben.
Exemplarisch seien etwa die Elliott-Wellen erwahnt. Nahere Ausfiihrungen dazu finden sich z.B. bei Thiessen, F.:
Technische Analyse mit dem Elliott-Wave-Prinzip, in: Die Bank, Nr. 11/1989, S. 609-612.

&0 Neben der Chaos-Theorie zéhlen dazu insbesondere auch die sogenannten Neuronalen Netze. Vgl. dazu
beispielsweise Klimasauskas, C.: Neural Network Techniques, in: Deboeck, G.: Trading on the Edge, New Y ork
1994, p. 3-26.

& Vgl. Peters, E.: Fractal Structure in the Capital Markets, in: Financial Analysts Journal, Vol. 45, No. 4,
July-Aug. 1989, p. 32-37.

62 Als"Rauschen" bezeichnet man die Unschérfe vorhandener Daten bzw. deren nicht-genaue Anpassung an ein
vorgegebenes Modell. "Weisses Rauschen" ist die Bezeichnung fir das Audio-Aquivalent der Brownschen
Molekularbewegung, d.h. fir voneinander véllig unabhéngige Tone.

&3 Vgl. Peters, E.: Fractal Market Analysis, New York 1994, p.112ff.

64 Vgl. Peters, E.: A Chaotic Attractor for the S& P 500, in: Financial Analysts Journal, Vol. 47, No. 2,
March-April 1991, p. 55-62.

& Vgl. dazu Abschnitt 2.1.

6 Peters, E.: A Chaotic Attractor for the S& P 500, in: Financial Analysts Journal, Vol. 47, No. 2, March-
April 1991, p. 61.

&7 Kiehling, H.: Das Chaos auf dem Aktienmarkt, in: Die Bank, Nr. 3/1992, S. 146-150.

&8 Vgl. Larrain, M.: Testing Chaos and Non-Linearities in T-Bill Rates, in:
Financial Analysts Journal, Vol. 47, No. 5, Sept.-Oct. 1991, p. 51-62.

69 Treasury Bills sind Schuldverpflichtungen der US-Regierung mit einer Laufzeit von bis zu einem Jahr. Es werden

regelmassig Treasury Bills mit drei, sechs und zw6lf Monaten Laufzeit ausgegeben, wobei die Ausgabe mit einem
Abschlag erfolgt, so dass der Ertrag fir den Investor aus der Differenz Riickzahlungspreis minus Ausgabepreis besteht.

7 Nahere Informationen zu diesen statistischen Gréssen finden sich z.B. bei Watson, C./ Billingsley, P./Croft,
D./Huntsberger, D.: Statistics for Management and Economics, 5th ed., Boston 1993, p. 395 bzw. p. 787ff.

n Damit ergibt sich eine neue Sichtweise beziiglich der alten Kontroverse zwischen Fundamentalanalyse und
Technischer Analyse.

2 Vgl. Larrain, M./Pagano, M: Forecasts from a Nonlinear T-Bill Rate Model, in: Financial Analysts
Journal, Vol. 49, No. 6, Nov.-Dec. 1993, p. 83-88.

Ebenfalls beschrieben wird dieses Modell bei Peters, E.: Chaos and Order in the Capital Markets, New Y ork
1991, p. 187ff.

S Daten entnommen aus L arrain, M ./Pagano, M : Forecasts from a Nonlinear T-Bill Rate Model, in: Financial
Analysts Journal, Val. 49, No. 6, Nov.-Dec. 1993, p. 84.

74 Weitere diesbeziigliche Uberlegungen finden sich bei: 0.V.: Neue Ansitze zur Wechselkursprognose, in: NZZ,
22. Nov. 1991, S. 39.

S Vl. Peters, E.: Fractal Market Analysis, New Y ork 1994, p.159ff.

7 V. dazu beispielsweise die Zusammenstellung iiber die grossten Verluste im Derivatebereich bei Shirref, D.:
Fill that gap!, in: Euromoney, August 1994, p. 29.

m Vgl. dazu Kiehling, H.: Nichtlineare chaotische System-Charakteristika, in: Schweizer Bank, Nr. 8/94, S.
49-50.

78 Kiehling illustriert dies am Beispiel des Borsencrash vom Oktober 1987:

Hohe Umsatze am Kassamarkt verunmaoglichten eine real-time Berechnung der Aktienindices. Weil dadurch keine
fairen Indexfutures-Preise berechnet werden konnten, wurden sicherheitshalber nicht marktgerechte Preise gestellt, womit
der Handel zum Erliegen kam. Dadurch konnten sich die Marktteilnehmer nicht mehr absichern und waren teilweise
gezwungen, auf den Kassamérkten selbst zu verkaufen. Damit ist die positive Riickkoppelung gegeben, das Spiel be-
ginnt wieder von vorne...

" Vl. dazu Peters, E.: Fractal Market Analysis, New York 1994, p 143ff.

g Alexander, C./ Giblin, I.: Chaosin the system?, in: RISK, No. 6, Vol. 7 (June 1994), p. 71-76.

8 Ambrose, B.W. / Weinstock Ancel, E. / Griffiths, M.D.: Fracta Structure in the Capital Markets
Revisited, in: Financial Analysts Journal, Vol. 49, No. 3, May/June 1993, pp. 73-77.
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8 Heute gangige Kapitalmarktmodelle unterstellen i.d.R. einen Random Walk. Damit miissten beim Vorliegen

chaotischer Strukturen in den Finanzmarktdaten die Modelle entsprechend modifiziert werden.
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